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Wprowadzenie
Uktad dynamiczny

* Uktadem nazywamy tréjke (U, Y, F), gdzie U jest zbiorem wej$¢ (wymuszen), Y jest zbiorem

wyjs$¢ (odpowiedzi), a F jest zbiorem odwzorowan (operacji, funkgcji, transformacji okreslonych
na zbiorze U i przyjmujgcych wartosci w zbiorze Y

y=fw,ueUyeY,feF

* W uktadzie dynamicznym odpowiedz uktadu w danej chwili czasowej t zalezy nie tylko od
wymuszenia w chwili t, and takze od wczedniejszych wymuszen i od warunkéw poczgtkowych.

* W ukfadzie statycznym y(t) zalezy wytacznie od u(t)
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Wprowadzenie
Liniowy ukiad ciggty

Liniowy — U i Y sg przestrzeniami liniowymi, a F jest zbiorem operacji liniowych (zasada
superpozycji)

* Ciagly — sygnaty majg charakter ciggty, czas jest zmienng rzeczywista
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Wprowadzenie

Uwagi wstepne

* Model — uproszczona (umyslnie i celowo) reprezentacja rzeczywistosci
* Model matematyczny — model w postaci relacji matematycznych i/lub logicznych

* Model liniowego uktadu dynamicznego tworzy sie na podstawie posiadanych informacji o
obiekcie bedgcym w zakresie zainteresowania projektanta

* llos¢ oraz jakos¢ (np. pomiary lub znajomos¢ struktury wewnetrznej obiektu) posiadanych
informacji o obiekcie determinuje w wiekszosci przypadkéw rodzaj modelu, ktéry nalezy wybraé
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Uproszczona systematyka

Modele czasowe

*  Model zmiennych stanu

dziedzina zmiennej rzeczywistej
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Modele czestotliwosciowe

* Transmitancja operatorowa

* Transmitancja widmowa

dziedzina zmiennej zespolonej
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Model zmiennych stanu

Stanem uktfadu (procesu) nazywamy zbidr niezaleznych wielkosci x4, x5, ..., X,,, jednoznacznie
okreslajgcy zachowanie uktadu
X1
xX =/
le

Wynika stad, ze znajgc wartosci wszystkich zmiennych stanu w danej chwili czasu mozemy wyznaczy¢
wartosci wszystkich innych sygnatéw w uktadzie.
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Rownanie stanu

Réwnaniem stanu, modelu opartego na zmiennych stanu nazywamy nastepujgce rownanie
rézniczkowe:

= = Ax + Bu x € R", u € R™, A € R**", B € RM*™
* x—wektor zmiennych stanu

* u-—wektor sygnatéw wymuszen

* A - macierz stanu (macierz systemowa)

* B —macierz wejsc¢

* n-rzad modelu

*  m-liczba wejs¢
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

RAwnanie stanu - przyktad

P R HE e=[a) a= [ ) =[]
x€R%,ueR,Ae R2¥2 B € R2*1

* x—wektor zmiennych stanu

* u-—wektor sygnatéw wymuszen

* A - macierz stanu (macierz systemowa)
* B —macierz wejsc¢

* n-rzad modelu

*  m-liczba wejs¢
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych
RAwnanie wyijscia

Réwnaniem wyjscia, modelu opartego na zmiennych stanu nazywamy nastepujgce rownanie
algebraiczne:

y =Cx+ Du yeERP, xe R, ue R™",Ce RP*", D € RP*™

* x —wektor zmiennych stanu

*  u—wektor sygnatéw wymuszen

* y—wektor sygnatéw wyjsciowych
* € —macierz wyjs¢

* D —macierz przenoszenia

* n-rzad modelu

*  m-liczba wejs¢
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych
RAwnanie wyijscia - przyktad

y =01 0[]+ o x=[) c=1 ol D=10)

y€eRL xeR?ueR:CeR¥™2, DeR!?

* x—wektor zmiennych stanu

* u-—wektor sygnatow wymuszen

* y—wektor sygnatéw wyjsciowych

* A - macierz stanu (macierz systemowa)
* B —macierz wejs¢

* n-rzad modelu

*  m-liczba wejs¢
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Model zmiennych stanu c.d.

W dalszych rozwazaniach na temat modelu zmiennych stanu bedziemy model ten utozsamiac z
nastepujgcym uktadem rownan:

rownanie stanu x =Ax + Bu
réwnanie wyjscia y =Cx+ Du
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych
Model zmiennych stanu c.d. — przyktad

] I AT P

y =01 0][,]+ [0

yeRLxeR?,ueR, A€ R**%2, Be R?*, ce R1*2, D e R?
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Wyznaczanie modelu zmiennych stanu

1. Wypisaé rdwnania wynikajgce z praw fizycznych funkcjonowania obiektu

2.  Wybrac¢ wielkos$ci odgrywajace role zmiennych stanu (najczesciej wielkosci rézniczkowane w
otrzymanych réwnaniach)

3. Uporzadkowaé otrzymane rownania do postaci odpowiadajgcej modelowi zmiennych stanu
(wyrézni¢ réwnanie stanu oraz rownanie wyjscia)
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Wyznaczanie modelu zmiennych stanu - przyktad

Z lI-go prawa Kirchhoffa:
. d .
U, = Rwlw(t) + Lwa lw(t) + kews(t)
Rownanie rownowagi mechaniczne;j:

ki (6) = y 22580

ST + Bwg(t) + M,

U, - napiecie zasilania

R,, - rezystancja uzwojenia

Rys. 6.2. Schemat zastgpezy obwodu wirnika silnika pradu statego

L,, - indukcyjnosé uzwojenia
k, - stata momentowa

i,y - prad wirnika

ws - predkosé¢ watu silnika

J —moment bezwfadnosci

B — stafa tarcia wiskotycznego

M,pc - moment obcigzenia
Zrédto: https://home.agh.edu.pl/~pautom/pliki/laboratoria/lab2_.pdf
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Wyznaczanie modelu zmiennych stanu - przyktad c.d.

U, = R (6) + Luy iy () + ko (0) i@ = U, = i, (0 —ﬁws(t)
-=> Lw
Ketw(6) = “22 4 Bug(6) + Mop S5(6) = 2y, (6) = 205(6) = T Mope
_ Ry _E 1
i[iw(t)]: Ly Ly [zw(t) N Uz(t)]
atlos®O1 = | ke _B|log@l ™| 1| Mo
J J J

t
y(t) = [1 0] [lW( )] (przy zatozeniu, ze wyjéciem jest prad silnika)
ws(t)
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Transmitancja operatorowa

Transmitancjq operatorowg T (s) uktadu liniowego nazywamy funkcje zmiennej zespolonej
okreslong jako iloraz transformaty operatorowej sygnatu wyjsciowego y(t) i transformaty
operatorowej sygnatu wejsciowego u(t) przy zerowych warunkach poczatkowych

Y  Ly®)
"= 0m~ L(u(®))

Transformata jest funkcjg wymierng zmiennej zespolonej s
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Transmitancja operatorowa

* Model liniowego uktadu dynamicznego w postaci transmitancji operatorowej nie wymaga
wiedzy na temat sposobu funkcjonowania modelowanego obiektu

* Transmitancje operatorowg danego uktadu liniowego moze uzyskaé bezposrednio z modelu
zmiennych stanu lub dzieki wykonanym pomiarom
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Wyznaczenie transmitancji operatorowe;j

U(s) Y(s)
G(s)=? y

Upewnic sie, ze wewnatrz badanego ukfadu nie jest zgromadzona energia
Zarejestrowac sygnat wejsciowy u(t) (najczesciej skok jednostkowy) oraz sygnat wyjsciowy y(t)
Wyznaczy¢ przeksztatcenia Laplace’a funkcji u(t), y(t)

Hw N e

Podzieli¢ transformate Laplace’a sygnatu wyjsciowego y(t) przez transformate Laplace’a sygnatu
wejsciowego u(t)
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Wyznaczenie transmitancji operatorowe;j - przyktad

Odpowiez na skok jednostkowy
Uklad 1 Uklad 2

4

0.6

Amplituda sygnatu

100 2 4 6 8 10
Czas (sek)
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Transmitancja widmowa

Transmitancjg widmowa T (jw) uktadu liniowego nazywamy zespolong funkcje zmiennej
rzeczywistej w okreslong jako iloraz transformaty Fouriera sygnatu wyjsciowego y(t) i transformaty
Fouriera sygnatu sinusoidalnego u(t) o pulsacji w przy zerowych warunkach poczatkowych

_F(y®)

T00) = )

T(s)

S=jw
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Transmitancja widmowa

* Transmitancja widmowa w dziedzinie czestotliwosci jest analogiem transmitancji operatorowej
w dziedzinie zmiennej zespolonej

* Transmitancja widmowa jest wielkoscig zespolong, zalezng od parametrow uktadu i pulsacji
wymuszenia

* Transmitancja widmowa mowi jak sg wzmacniane i przesuwane w fazie sygnaty sinusoidalne o
réznych pulsacjach
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Transmitancja widmowa - przyktad

1 1-jw
=w_ja)+1_w2+1

z=a-+bi= [z|-ﬁ—i— 2| - %iz 2| - (cos ¢ + isinp).

_ 2 2
2| = Va® +b 1-jw

1-j 1 1
rarctg%, dla a >0 T(w) = w2+ 1 =T=E_E]
arctg 2+, dla a <0 oraz b= 0 w=1
0= arctg%—ﬂ', dla a < 0 oraz b<0_ \/i
+§ : DD T(w = 1) = == [cos(~45°) + j sin(~45°)]
niezdefiniowane, dla a =0 oraz b=

Whiosek: sygnat sinusoidalny o pulsacji w = 1 zostanie

wzmochiony g razy i przesuniety w fazie o —45°
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Realizacja modelu

Problem realizacji modelu

* Problem realizacji polega na skonstruowaniu uktadu dynamicznego zgodnego z zadanym
modelem (zmiennych stanu lub transmitancji operatorowej)

*  Problem realizacji modelu zmiennych stanu polega na skonstruowaniu uktadu dynamicznego,
ktory bedzie funkcjonowat wedtug réwnan stanu i rownania wyjscia

X = Ax + Bu =%
{y=6x+Du " %&

* Problem realizacji modeli w postaci transmitancji operatorowej polega na skontruowaniu uktadu
dynamicznego, ktdry bedzie realizowac funkcje przenoszenia reprezentowang przez dang

transmitancje
<
_Ly®)
TS =ty > %
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Realizacja modelu

Realizacja modelu zmiennych stanu

dx/dt X

x =Ax + Bu
- 1
{y=6x+Du g ) b o

| —
e
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Realizacja modelu

Realizacja modelu zmiennych stanu - procedura

1.

Umiesci¢ na schemacie elementy catkujgce dla kazdej ze zmiennych stanu

Dla kazdej zmiennych stanu wprowadzi¢ wezet sumujacy, ktdrego sygnat wyjsciowy jest
doprowadzony do wejscia elementu catkujacego

Dla kazdego wezta sumacyjnego (okreslajgcego wartos¢ pochodnej odpowiedniej zmiennej
stanu) doprowadzi¢ sygnaty wejsciowe wedtug struktury macierzy B

Dla kazdego wezta sumacyjnego doprowadzi¢ sygnaty zmiennych stanu wedtug macierzy A

Na podstawie rdwnania wyjscia modelu (macierze C i D) skonstruowac w postaci wezta
sumacyjnego sygnat wyjsciowy
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om s A

u,(t)
Mobc(t)

Realizacja modelu 2fw®]

at lw,(t)

Ry
" Lw lw(t)]
ke ws(t) _1

J
Realizacja modelu zmiennych stanu - procedura

di/dt i
u ++\J o y
/—\1 dw/dt 1 w C
Mjbc " i}trﬁj :
A
B
-R/IL
-ke/L [«
kelJ [4—
-B/J |«
A
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Realizacja modelu

Realizacja transmitancji operatorowej

1. Licznik i mianownik danej transmitancji operatorowej podzieli¢ przez s w najwiekszej potedze

mianownika
() a;s™+as™ o ta,_sta, as™Tttas™m 4t aq, s +a,s™
S) = =
S"+ bys® 4+ -+ b, 4S5+ by 1+bys7 1+ -+ by_ys 1 + bh,s7™
2. Rozbi¢ otrzymang transmitancje na nastepujgcy uktad rownan
_ Y _ m-n m-n—-1 4 ... -n+1 -n U(s)
T(s) = G) Y(s) = (a;s + a,s + -+ a,_qS + a,s™) T N

Y(s) = (a;s™ ™ +a,s™ ™+t a1+ a,sTE(S)

Uu(s)
E =
(s) 1+ bys™ 4+ -+ by_1s™1+b,s™"
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Realizacja modelu

Realizacja transmitancji operatorowej

3. Przeksztatci¢ uktad rdwnan do nastepujacej postaci

U(s)
1+bys~ 1+ +by_qs M*t1l4p, s

E(s) =

E(S)(1+byst+ -+ b, s+ b,s7™) = U(s)
E(S) +E(s)(bys™ 4+ by_1sT" 1+ b,s7™) = U(s)
E(s)=U(s) —E(s)(bys ™t + -+ b,_1s "1 4+ p,s7M)

Y(s) = (a;s™ "M +as™ v+t a, s 4+ a,sTE(S)
E(s)=U(s) —(bys 4+ by_ys7™1 4+ b, s ™E(s)
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Realizacja modelu

Realizacja transmitancji operatorowej

4. Zrealizowac uktad réwnan za pomoca elementéw catkujacych i wzmacniaczy

Y(S) — (alsm—n _l_ azsm—n—l _I_ e + am_ls_n+1 _I_ ams—n)E(s) Ily(s):(a1sm—n +,..+am_1s—n¢1+ams-n (S)J

E(s)=U(s) —(bys Y+ -+ b,_1s1 + b, sTE(s)

O

u(s
E) =
1+bs™ +:--+b ;s +b,s
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Realizacja modelu

Realizacja transmitancji operatorowej - przyktad

252 +s+2 2s 14 572 4 2573

T = =
(s) s3+5s2+55s+6 1+s 1455724653

Y(s) 257 +s?+2570
U(s) 1+s 145524653

U(s)

— (9e—1 4 o2 -3
V(s) = (@257 +57+257) 1+s 145572+ 653

Y(s) = (2s7 1+ 572+ 2573)E(s)
E(s) =U(s) —(s71 +5572+ 65 3)E(s)

O

UNIWERSYTET
MIKOLAJA KOPERNIKA
W TORUNIU

Whydziat Fizyki, Astronomii
i Informatyki Stosowanej
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Realizacja modelu

Realizacja transmitancji operatorowej - przyktad

Y(s) = (2s 1 +572+2573)E(s)
E(s)=U(s) —(s71+ 5572+ 653)E(s)
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Porownanie modeli
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Model zmiennych stanu Transmitancja operatorowa

x = Ax + Bu
y=Cx+ Du

Model zmiennych stanu pozwala
dowiedziec sie o procesach
zachodzacych wewnatrz obiektu

Model zmiennych stanu dostarcza
najwiecej informacji o modelowanym
obiekcie

Model zmiennych stanu pozwala na
uzyskanie wszystkich informaciji, ktére
mozna uzyskac za pomocg
transmitancji operatorowej

_ Ly®)
IT(s) = L(z(t))

Model w postaci transmitancji
operatorowej takich informacji nie
dostarcza

Transmitancja operatorowa dostarcza
najmniej informacji o modelowanym
obiekcie

Nie kazda informacja wydobyta z
modelu zmiennych stanu moze by¢
wydobyta z modelu w postaci
transmitancji operatorowej
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Relacje miedzy modelami

Porownanie modeli - wnioski

Model zmiennych stanu jest lepszy ze wzgledu na ilos¢ dostarczanych informacji o modelowanym
obiekcie niz model w postaci transmitancji operatorowej

*  Model zmiennych stanu wymaga stosowania bardziej ztozonego aparatu pojeciowego niz model
W postaci transmitancji operatorowej

* Stworzenie modelu zmiennych stanu wymaga wiedzy na temat zjawisk fizycznych zachodzacych
wewnatrz modelowanego obiektu

* Model w postaci transmitancji operatorowe;j takiej wiedzy nie wymaga
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Relacje miedzy modelami

Relacje miedzy modelami

W jaki sposdb z modelu zmiennych stanu otrzymaé réwnowazny (w sensie relacji na sygnat
wejsciowy) model w postaci transmitancji operatorowej?

W jaki sposdb z transmitancji operatorowej wyznaczy¢ rownowazny (w sensie reakcji na sygnat
wejsciowy) model stanu?
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Relacje miedzy modelami

Model zmiennych stanu -> transmitancja operatorowa

sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s)
Y(s) = CX(s) + DU(s)

sX(s) = AX(s) + BU(s) N sX(s) —AX(s) = BU(s) N (1s — A)X(s) = BU(s)
Y(s) = CX(s) + DU(s) ~ |Y(s) = CX(s)+DU(s) ~|Y(s) = CX(s) + DU(s)

{x(t) = Ax(t) + Bu(t) zat. x(0) = 0

y(t) = Cx(t) + Du(t) ~ ePlace ->{

{X(s) = (1s — A)"'BU(s)

V(s) = CX(s) 4 DUGs) V()= CUs = HTBU) + DUGs)

Y(s) = [C(1s — A)71B + D]|U(s) ->T(s) = 28 =C(1s—A)'B+D
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Relacje miedzy modelami

Model zmiennych stanu -> transmitancja operatorowa

Transformacja modelu zmiennych stanu do transmitancji operatorowej jest przeksztatceniem

jednoznaczym czyli danemu modelowi zmiennych stanu odpowiada doktadnie jedna transmitancja
operatorowa o postaci:
Y(s 1
T(S) :E: C(lS—A)_ B+ D
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Relacje miedzy modelami

Model zmiennych stanu -> transmitancja operatorowa - przyktad

x(t) = [‘01 gg] x(t) + [‘1)] u(t)
y®) =1 —-1]x(t)

T(s) =C(1s—A)1B+D

_ s+1 0 —s—0.5
T(s)=11 1] s+2 [] s2+3s5s+2

O
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Relacje miedzy modelami

Transmitancja operatorowa -> model zmiennych stanu

Transmitancja modelu w postaci transmitancji operatorowej do modelu zmiennych stanu nie jest

przeksztatceniem jednoznacznym, tzn. danej transmitancji operatorowej odpowiada nieskonczenie
wiele modeli zmiennych stanu.
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Relacje miedzy modelami

Transmitancja operatorowa -> model zmiennych stanu

1. Dang transmitancje operatorowg przeksztatci¢ do postaci uktadu rownan przez wprowadzenie
dodatkowego sygnatu E(s)

2. Sygnat E(s) oraz jego kolejne catki beda odgrywac role kolejnych sktadowych wektora zmiennych
stanu

LTHE()] = %,(8)
L7HsTHE(S)] = xn (D)

L sTE(S)] = x; ()

3. Po dokonaniu podstawienia otrzymany ukfad réwnan nalezy przeksztatci¢ do postaci macierzowej,
ktora jest poszukiwanym modelem stanu
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Relacje miedzy modelami

Model zmiennych stanu -> transmitancja operatorowa - przyktad

T(s) = 252 +s+2 B 2s 145724273

S " s34+5s24554+6 1+s 145524653
ps—14g-242-3 Y(s) = (2s7 1+ s72+273)E(s)

Y(s) = 1451455724653 (s) - E(s) = ues)

14+s 1455724653

Y(s) = (2s 1 +s572+273)E(s)
E(s)=U(s) —(s71+ 5572+ 6573) E(s)
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O

Relacje miedzy modelami

Model zmiennych stanu -> transmitancja operatorowa - przyktad

Y(s) = (2s 1 +s2+273E(s)
E(s)=U(s) — (s 1+ 5572+ 6573) E(s)

LE(s)] = %3(D) x1(t) = x2(t)
L7HsTHE(9)] = x3(t) N X2 (t) = x3(t)
L™ s™2E(s)] = x,(t) x3(8) = u(t) — (x3(t) + 5x2(t) + 6x1(t))
L s73E(s)] = x,(t) Y = 2x3(t) + x2(t) + x1(t)

p X1 0 1 011*1 0 X1
—[*2|=10 © 1 |[*%2[+]0]|u y=[2 1 2]|*
X3 —6 -5 -—-111X3 1 X3
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Relacje miedzy modelami

Transmitancja operatorowa -> model zmiennych stanu

* Dlaczego jednej transmitancji operatorowej moze odpowiadac¢ dowolnie wiele modeli zmiennych
stanu?

* Odpowiedz: Przed przeksztatceniem transmitancji do uktadu réwnan poprzez wprowadzenie

sygnatu E (s) transmitancje mozna pomnozy¢ przez prawie dowolny wielomian w(s), co zmieni
liczbe zmiennych stanu w otrzymanym modelu zmiennych stanu

T(s) = T(s) e
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
Charakterystyki uktadéw dynamicznych

*  Charakterystyki czasowe: charakterystyka impulsowa, charakterystyka skokowa

Charakterystyki czestotliwosciowe: charakterystyka amplitudowa, fazowa, amplitudowo-fazowa,
charakterystyki logarytmiczne
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
Charakterystyki czasowe

Wymuszenie skokiem jednostkowym 1(t) — charakterystyka skokowa

* Charakterystyka skokowg uktadu dynamicznego nazywac bedziemy odpowiedz uktadu na
wymuszenie w postaci skoku jednostkowego przy zerowych warunkach poczatkowych modelu

* Charakterystyka skokowa pokazuje jak zachowuje sie ukfad przy ciggtym dostarczaniu mu statych
porcji energii

Wymuszenie impulsem Diraca 6 (t) — charakterystyka impulsowa

*  Charakterystyka impulsowg uktadu dynamicznego nazywac bedziemy odpowiedz uktadu na
wymuszenie w postaci impulsu Diraca przy zerowych warunkach poczgtkowych modelu

0 t=+#0

*  Charakterystyka impulsowa pokazuje jak zachowuje sie uktad po dostarczeniu mu jednostkowej
porcji energii

5(t) = {°° £=0 [“swdt=1, LB®]=1
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
Charakterystyka skokowa

* Charakterystyke skokowg modelu w postaci transmitancji operatorowej wyznacza sie w nastepujgcy
sposob:

_.|G(s)
h(t)=L1! S]

*  Charakterystyke skokowga dla modelu zmiennych stanu wyznacza sie poprzez rozwigzanie réwnania
stanu dla wymuszenia skokowego lub sprowadzenie modelu zmiennych stanu do réwnowaznej mu
transmitancji operatorowej i skorzystanie z powyzszego wzoru
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
Charakterystyka skokowa - przyktad

Step Response

0.5 t t E— —

(s+2)(s+1) ol

T(s) =

1 ]_1 1

_ e—t +_e—2t
s(s+2)(s+1)

h(t) = L1 [ 5 5

0 1 2 3 4 5 6 7
Time (seconds)
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
Charakterystyka skokowa — przyktad 2 SwpResorse . oa g Sip esponse

0.4 0.4
0.35 System: G 1 0.35 £ ;: i ) __ oo
Step Respnnse s Rise time (seconds): 1.33 s _/
0.4 ! ! 0.25 C t . 0.25
g Zas narastania - .
. g0 £t [czas regulacji
L O O S T T T It e = iz / <15 /
. | [ lub
0.3 F J 01 0.1
/ czas ustalania
1
0.25 0 0 L
© 0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 & 8 10 12
- Time (seconds) Time (seconds)
=]
é‘ 0.2
Step Re! »
{tme - a0 spResponse _aEdA/q
/ .| System: G S TUUTTOPTYUUUU S —
01t 1 Overshoot (45 871
Attime (seconds): 2.76
G(S) = 3 2 o |
0.05 s>+ 2s“+4s+3 8
g :
; . . . . Przeregulowanie
0 2 4 6 8 10 12
Time (seconds)
4 6 8 10 12

Time (seconds)
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
Charakterystyka impulsowa

*  Charakterystyke impulsowg modelu w postaci transmitancji operatorowej wyznacza sie w
nastepujacy sposéb:

g@®) = L7G(s)]

* Charakterystyke impulsowg dla modelu zmiennych stanu wyznacza sie poprzez rozwigzanie
rownania stanu dla wymuszenia impulsowego lub sprowadzenie modelu zmiennych stanu do
rownowaznej mu transmitancji operatorowej i skorzystanie z powyzszego wzoru
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe

Impulse Response

Charakterystyka impulsowa - przyktad

. 1 0.25 I’/\'\\I
(s) = (s+2)(s+1) ||I H
027 |
L
g)=L" ! =et—e™2 . \
(s+2)(s+1) g 1oy \
z ol \
0.1 \
0.05 ‘
\\-\_\__H
0 b -
0 2 4 6 8 10 12

Time (seconds)
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
Charakterystyka impulsowa — przyktad 2

Impulse Response

0.25 r
\
- pll Impulse Response LEMRQAG
02| \ ] - }
1 -
|II II' ! system: &
| \ 0.2 : Peak amplitude: 0.232
0151 | II 1 ] JI iAll\me(se:ends) 1.38
LG orsf | 1]
g ' S) = [
g | | P b .
2 o1t | | s3+2s2+4s+3 ¢, /| amplituda
= D
£ ' £ /‘ o
< , 005 | i \
1 e b [ -
! i \ N
| or ! \ R
- o
]
N N ol
- 0 > 4 b 8 10 12 14
Time (seconds)
-0.05 : : : : : -
0 2 B 6 8 10 12 14

Time (seconds)

Amplitude
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Impulse Response LEAMAQR
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Podstawy Automatyki
Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Charakterystyki czasowe i czestotliwosciow
Charakterystyka skokowa - przyktad e
T(s) = !
&) =GF6+D
Charakterystyka skokowa:
MO — Sl ey Lo R
s(s+2)(s+1) 2 2 T (socons]
Charakterystyka impulsowa: - / Impulse Response
-t _ g2t os f

g() =L‘1[ ! ] =e
(s+2)(s+1)

Zaleznosé:
h(t) = [g(t)dt  g(t) = h(t)

Amplitude

e
Te—

3 4
Time (seconds)
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe

Charakterystyki czestotliwosciowe

* Do przeprowadzenia analizy czestotliwosciowej obiektu, czyli przeanalizowania sposobu
przenoszenia sygnatu typu sinusoidalnego o czestotliwosci w przez obiekt nalezy wyznaczy¢
transmitancje operatorowg uktadu z wykorzystaniem przeksztatcenia Fouriera, czyli transmitancje
widmowa

* W praktyce najczesciej jest tak, ze w momencie kiedy projektant chce wykonac analize
czestotliwosciowg juz jest w posiadaniu transmitancji operatorowej Laplace’a
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Charakterystyki czestotliwosciowe

Do wyznaczenia transformaty operatorowej Fouriera badanego obiektu mozna wykorzystac¢ prostg
zaleznos¢ wystepujacg miedzy tymi transformatami:

S=jw

Na podstawie transmitancji widmowej mozna wyznaczyc¢ wszystkie charakterystyki
czestotliwosciowe badanego obiektu.
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Charakterystyki czestotliwosciowe

Wsréd charakterystyk czestotliwosciowych wyrézmiamy:

*  Charakterystyke amplitudowg

*  Charakterystyke fazowa
*  Charakterystyke amplitudowo-fazowg

Kazda z nich moze zosta¢ wykreslona w skali liniowej lub logarytmicznej
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Charakterystyka amplitudowa F, (w) ciggtego uktadu liniowego opisanego transmitancjg operatorowa
T (jw) nazywamy funkcje rzeczywistg zmiennej rzeczywistej w, ktorej wartosci okreslone sg
nastepujacym wzorem:

F(w) = |T(jw)l

Modut liczby zespolonej to rozszerzenie pojecia wartosci bezwzglednej z liczb rzeczywistych na liczby
zespolonej.
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Charakterystyka fazowa Fy(w) ciaggtego uktadu liniowego opisanego transmitancja operatorowg T (jw)
nazywamy funkcje rzeczywistg zmiennej rzeczywistej w, ktdrej wartosci okreslone sg nastepujgcym
wzorem:

Fr(w) = argT(jw)

Argument liczby zespolonej — miara kqta skierowanego miedzy wektorem reprezentujgcym liczbe
zespolonq z na ptaszczyznie zespolonej, a osiq rzeczywistgq.
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Charakterystyki czestotliwosciowe

Charakterystyka amplitudowo-fazowa F s (w) ciggtego uktadu liniowego opisanego transmitancja

operatorowg T (jw) nazywamy funkcje zespolong zmiennej rzeczywistej w, ktérej wartosci okreslone sg
nastepujacym wzorem:

For(w) = P(w) +jQ(w)
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
Charakterystyki czestotliwosciowe

1 . 1-j
TO=5; > Tl =53
F (@) = l—jo| Vw?+1
A\ =z 11 w? +1
1-jw
Fr(w) = arg— 1= arctg(—w)

l1-jw 1 —w

(@) = === = ——— = = P(@) + Q@)
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Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe

Charakterystyki czestotliwosciowe
1 T T T T T T T T >

: 1-jo| Vo +1

3 Fa((o)z 2 = 2

5 ® +1‘ o +1

S ey o=0

" 1-jo

£ F(o)=arg—— =arctg-o .

. o+

w>0
T W e [O,oo) —

o< [0,100] R
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Decybelem nazywamy jednostke logarytmiczng, ktora jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:
f(x)

1dB = 1010g10 m

Wzmochnieniem logarytmicznym uktadu nazywamy modut tansmitancji widmowej wyrazony w dB dla
pewnej ustalonej pulsacji.




Podstawy Automatyki

Modele liniowych ciggtych uktadéw dynamicznych

UNIWERSYTET
MIKOLAJA KOPERNIKA
W TORUNIU

Whydziat Fizyki, Astronomii
i Informatyki Stosowanej

Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
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Oktawg nazywamy jednostke opisujgca przedziat zmienniej rzeczywistej [x4, x|, ktorg definuje sie w
nastepujacy sposob

[x1,%,] = lokt=22=2
X1

Dekadg nazywamy jednostke opisujacg przedziat zmienniej rzeczywistej [x4, x|, ktorg definuje sie w
nastepujgcy sposob
X2 _

[x1,x,] = 1dek===10

X1
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
Charakterystyki czestotliwosciowe

Logarytmiczng charakterystyka amplitudowg nazywaé bedziemy wykres wzmocnienia logarytmicznego
w funkcji logarytmu dziesietnego pulsacji.

Logarytmiczng charakterystyka fazowg nazywac bedziemy wykres argumentu transmitancji widmowej
w funkcji logarytmu dziesietnego pulsac;ji.

Charkterystykami Bode’go nazywac bedziemy logarytmiczng charakterystyke amplitudowg i
logarytmiczng charakterystyke fazowa.
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Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe
Charakterystyki logarytmiczne - przyktad

Bode Diagram

410 F .
1-jo| Vo +1

w1 et
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=20 g 4
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Magnitude (dB)

30 + \\ 4
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Lo L arctg— N
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Sterowalnosc i obserwowalnos¢

*  Wiasnosci odnoszgce sie do stanu ukfadu

* Okreslajg czy stosujgc odpowiednie wymuszenia (wejscia) i obserwujgc odpowiedzi (wyjscia)
mozemy dowolnie ksztattowac i odczytywac stan uktadu

* Dla systemoéw ciggtych: sterowalnos¢ i obserwowalnosc

* Dla systemoéw dyskretnych wyrdznia sie dwa warianty kazdej wtasnosci: sterowalnos¢ — osiggalnosc
i obserwowalnosc¢ - odtwarzalnos¢
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Sterowalnosc i obserwowalnos¢

Sterowalnos¢é

* Sterowalnos$¢ to wtasnosc uktadu sterowania poleajgca na tym, ze istnieje sterowanie

przeprowadzajgce uktad w pewnym skonczonym przedziale czasu do zadanego stanu przy zadanych
warunkach poczatkowych.

* Ukfad niesterowalny moze miec jeden lub wiecej standw niesterowalnych

* Na stan niesterowalny nie ma wptywu zaden sygnat wejsciowy
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Sterowalnos¢é

* Definicja:
Uktad dynamiczny nazywamy sterowalnym jezeli dla dowolnego czasu poczatkowego t,, dowolnego

stanu poczatkowego x(t,) = x, i dowolnego stanu koricowego xy, istnieje skonczony czas t, > t i
dowolne sterowanie u(t), takie, ze x(t;) = x

e Twierdzenie Kalmana o sterowalnosci:

Uktad liniowy ciggty o réwnaniu stanu
x =Ax + Bu
jest sterowalny wtedy i tylko wtedy gdy macierz sterowalnosci

S=[B AB A?B .. A" 'B]
jest rzedu n, tzn. rank(S) = n
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Sterowalnosc i obserwowalnos¢

Obserwowalnosc¢

*  Wiasnos¢ uktadu sterowania okreslajgca czy na podstawie odczytu sygnatu sterujgcego oraz
odczytu sygnatu wyjsciowego mozliwe jest okreslenie stanu obiektu

* Uktad nieobserwowalny posiada jeden lub wiecej stanéw nieobserwowalnych (niemozliwych do
okreslenia na podstawie sygnatéw dostepnych z zewnatrz)

* Jesli stan nie jest obserwowalny to regulator nigdy nie bedzie w stanie okresli¢ zachowania takiego
stanu i dlatego nie mozna go wykorzystac do stabilizacji uktadu
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Sterowalnosc i obserwowalnos¢

Sterowalnos¢é

* Definicja:
Uktad dynamiczny nazywamy obserwowalnym jezeli dla dowolnego czasu poczatkowego t,, dowolnego
stanu poczatkowego x(t,) = x, istnieje skofczony stan t, > t, taki, ze znajomos¢ sterowania u(t) i
wyjsciay(t) dlat, <t < t; wystarcza do wyznaczenia x,
* Twierdzenie Kalmana o obserwowalnosci:
Uktad liniowy ciggty o réwnaniu stanu
x =Ax + Bu y+ Cx
jest sterowalny wtedy i tylko wtedy gdy macierz obserwowalnosci

0=[CCA CA? .. cA™1]T
jest rzedu n, tzn. rank(0) = n
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Sterowalnosc i obserwowalnos¢
Podziat uktadu

Dowolny liniowy uktad ciggty mozemy podzieli¢ na 4 czesci

Sterowalna i Obserwowalna Sterowalna ale
nieobserwowalna

Niesterowalna ale Niesterowalna i

Obserwowalna obserwowalna

Transmitancja opisuje jedynie cze$¢ sterowalng i obserwowalng

O

UNIWERSYTET
MIKOLAJA KOPERNIKA
W TORUNIU

Whydziat Fizyki, Astronomii
i Informatyki Stosowanej
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